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【摘要】对阵列天线工程实现过程中的阵元位置、激励幅度和相位误差进行了分析，在假定各误差为高斯分布的情况下
分析了阵列天线功率方向图的期望，并推导了功率方向图方差的理论公式。利用切比雪夫不等式，推导了在给定概率条件下
功率方向图上、下边界的理论结果。使用蒙特卡洛模拟，验证了理论推导的正确性和准确度。利用该结果，可以较为准确地
预测实际阵列天线中随机实现误差对阵列功率方向图的影响，对于阵列天线工程实践具有重要的指导意义。 
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Analysis of Power Pattern Pertubations Due to Implementation  
Errors in Practical Antenna Arrays 
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Abstract  The influence of amplitude, phase and position errors on the performance of an antenna array is 
analyzed and studied in this paper. On the assumption that each type of these random errors obeys the Gauss 
distribution, the expectation of the antenna array power pattern is analyzed, and the theoretical formula of variance 
is derived for the first time. In addition, theoretical upper and lower boundaries on which the power pattern falls on 
with a given probability are derived by using the Chebyshev’s inequality. The effectiveness and accuracy of all the 
obtained theoretical equations are verified by Monte Carlo simulation. The simulation results show that the 
influence of the random implementation errors on the power pattern can be accurately predicted by using the 
proposed technique. Hence, it provides significant guidance for the practical array antenna design. 
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阵列天线具有增益高、波束控制灵活等优点，
在现代无线通信和雷达系统中得到越来越广泛的应
用。对于实际的阵列天线，其辐射特性受各种工程
实现误差的影响，主要包括天线阵元的通道误差
[1-2]，即阵元的激励幅度和激励相位误差；阵元与阵
元之间的耦合作用[3-6]；阵元位置安装误差等。另外
还有一些系统误差，如馈电时产生的误差、放大器、
采样器等。这些误差一般具有一定的随机性，导致
阵列天线某些重要性能指标的下降。深入研究这些
随机误差对阵列辐射方向图的影响具有重要的意义
[7-8]。 
文献[1]研究了激励电流的随机幅度、相位和位
置误差对方向图均值的影响。文献[2]在阵列天线出
现激励幅度相位误差时，对线阵方向图的分布进行
了概率分析。文献[3-6]考虑互耦时的随机幅相误差
对天线方向图的影响进行了分析。文献[7]在出现激
励幅度相位误差时对阵列方向图的主瓣增益和平均
副瓣电平产生的影响进行了分析。文献[8]从理论角
度对随机误差进行了数值分析并且导出两种评估随
机误差所引起的副瓣电平的公式。文献[9]对幅度误
差和相位误差多种组合的情况，分析了通道误差对
波束方向图的影响。文献[10-13]对阵列误差的校正
方法进行了研究。文献[14-15]将区间分析数学方法
引入阵列天线领域，分析了含扰动的功率方向图的
区间，为实际工程的实现提供了参考。 
本文对阵列天线的通道实现误差和位置误差进
行理论推导和分析，在高斯分布的假设下，分析了
功率方向图的期望值，并推导了功率方向图方差的
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理论公式。进一步地，结合切比雪夫不等式，推导
了在给定概率条件下功率方向图上、下边界的理论
预测公式。最后，使用蒙特卡洛模拟，验证了本文
理论推导的正确性和准确度。 
1  误差类别及功率方向图的期望和方 
差的分析 
1.1  误差类别 
考虑一个 N 元的线性阵列，波长为λ ，对应第 n
个阵元的激励为 nw (其中幅度表示为 nI ，相位表示
为 nϕ ，即 je nn nw I ϕ= )，对应 n个在 Z 轴上排列的阵
元位置 nz ，当不考虑耦合作用，阵列的方向图可以
表示为： 
j j cos
1
( ) e en n
N
z
n
n
f I ϕ β θθ
=
= ∑          (1) 
可以将上述方向图的进一步表示为： 
j j
1
( ) e en n
N
uz
n
n
f I ϕθ
=
= ∑             (2) 
式中， 2πβ λ= ；
2π cosu θλ= 。 
假设理想的阵元激励幅度为 nI ，激励相位为
nϕ ，位置为 nz ，当阵元的激励产生误差(即通道误
差)和位置产生误差时，添加扰动之后的幅度、相位
和位置分别设为 enI 、 enϕ 和 enz ，加上误差之后的阵
元的激励、相位和位置则可分别表示为： 
(1 )en n nI I I= + Δ               (3) 
e
n n nϕ ϕ ϕ= + Δ                (4) 
e
n n nz z z= + Δ                 (5) 
因为误差的产生是不确定因素，并不一定只存
在单一类型的误差，有可能是阵元幅度、相位、位
置同时存在误差，此时阵列的方向图就变为： 
j j
1
( ) e e
e e
n n
N
uze e
n
n
f I ϕθ
=
= ∑             (6) 
1.2  功率方向图期望的理论分析 
阵列的通道误差可能是由于处理器配置时的不
准确造成的，而位置误差是由于对阵元的位置配置
不够精确导致。假设阵元的相对幅度误差 nIΔ 、相
位误差 nϕΔ 、位置误差 nzΔ 都是随机变量，且服从统
计独立、零均值的高斯分布，在此种假设下，对阵
列的波束方向图进行分析。 
实际波束功率方向图的期望值可以表示为： 
2 j j j j
1 1
E E e e e e( )
e e e e
n n m n
N N
uz uze ee
n m
n m
I If ϕ ϕθ
= =
⎡ ⎤⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∑   (7) 
可以将上述表达式转换为： 
2
1 1
j( ) ( )
E E[ (1 ) (1 )( )
e ]n n m m n n m m
N N
e
n n m m
n m
ju z z z z
I I I If
eϕ ϕ ϕ ϕ
θ
= =
+Δ − −Δ +Δ − −Δ
⎡ ⎤ = + Δ + Δ ×⎣ ⎦ ∑∑  
(8)
 
令： 
j( )E (1 )(1 )e n mmn n mI I
ϕ ϕα Δ −Δ= ⎡ ⎤+ Δ + Δ⎣ ⎦         (9) 
[ ]j ( )E e n mu z zmnρ Δ −Δ=                      (10) 
当m n= 时，则： 
[ ] 2E (1 )(1 ) 1mn n m II Iα σ= + Δ + Δ = +         (11) 
当m n≠ 时，则: 
j j
j j
E E(1 )e (1 )e
E[e ]E[e ]
n m
n m
mn n mI I
ϕ ϕ
ϕ ϕ
α Δ − Δ
Δ − Δ
= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Δ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (12) 
已知对 X 服从期望为 0，方差为 2σ 的高斯分布
满足： 
2 2 2
j j 2 21E[e ] e e d e
2π
x k
kx kx x
σ
σ
σ
−+∞ −
−∞
= =∫      (13) 
所以， 
2
j j 2E[e ] E[e ] en m
ϕσϕ ϕ
−
Δ − Δ= =               (14) 
2j jE[e ]E[e ] en mmn ϕ
σϕ ϕα −Δ − Δ= =            (15) 
综上可得： 
2
2
e  
1   
mn
I
m n
m n
ϕσα σ
−⎧ ≠⎪= ⎨ + =⎪⎩
             (16) 
同理， 
2 2 2
e e    
1  
l u
mn
m n
m n
λσ σρ − −⎧ = ≠⎪= ⎨ =⎪⎩
         (17) 
式中， 2Iσ 为阵元激励幅度误差的方差； 2ϕσ 为阵元
激励相位误差的方差； 2lσ 为阵元位置误差的方差；
2
λσ 是以波长的形式计算时对应的位置误差的方差。
对应的实际波束功率方向图的期望值可以表示为： 
2 j( ) j ( )
1,n m 1
E E[ e e( ) n m n m
N N
u z ze
n m
n m
I If ϕ ϕθ − −
= ≠ =
⎡ ⎤ = ×⎣ ⎦ ∑ ∑  
2 2( ) 2 2
1
e ] (1+ )
N
I n
n
Iϕ λσ σ σ− +
=
+ ∑         (18) 
若 在 式 (18) 中 第 一 项 加 上 m n= 的 结 果
2 2( )2
nI e ϕ λ
σ σ− + ，且在第二项中减去该项，则可将式(18)
化简为： 
2 2
2 2
2 2 ( )
( )2 2
1
E ( ) e( )
(1+ ) e
e
N
n I
n
ff
I
ϕ λ
ϕ λ
σ σ
σ σ
θθ
σ
− +
− +
=
⎡ ⎤ = +⎣ ⎦
⎡ ⎤−⎣ ⎦∑
    
(19)
 
由上式看出，阵列实现过程中的随机误差会对
阵列的方向图产生两种影响。第一种影响可以由式
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(19)的第一项看出，它表明加入了随机误差之后的波
束方向图与理想的波束方向图会有一个统计偏差，
实际的波束方向图对比理想波束方向图有均匀的衰
减，导致阵列增益有所下降。一般而言，由于随机
误差的方差比较小，这种增益的下降不会太大。从
式(19)中第二项表明，在统计平均意义上，随机实现
误差导致理想波束方向图的旁瓣电平抬升，这种抬
升量在不同角度是均匀分布的。因此，对于阵列旁
瓣电平有严格要求的应用场合，在阵列设计中考虑
实际实现过程中的误差因素是非常重要的。 
1.3  功率方向图方差的理论分析 
利 用 数 理 统 计 中 的 公 式 2( )=E[ ]D X X −  
2{E[ ]}X ，对应的功率方向图的方差值为： 
 2 4 2[| ( ) | ] E[| ( ) | ] E[| ( ) | ]e e eD f f fθ θ θ= −    (20) 
2E[| ( ) | ]ef θ 由式(19)已知， 4E[| ( ) | ]ef θ 推导如
下： 
4 j j j j
1 1 1 1
E E e e e e( )
e e e e
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N N N N
e uz uzee
n m
q p m n
I If ϕ ϕθ
= = = =
⎡⎡ ⎤ = ×⎢⎣ ⎦ ⎣∑∑∑∑  
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e e e e
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q 1 1 1 1
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N N N N
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u z z z z
p p q q
u z z z z
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I I I I
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
= = = =
− +Δ −Δ − +Δ −Δ
− +Δ −Δ − Δ −Δ
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×
+ Δ + Δ ×
∑∑∑∑
+
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令： 
j( )
E[(1 )(1 )(1 )
(1 )e ]n m p q
mnpq n m p
q
I I I
I ϕ ϕ ϕ ϕ
α
Δ −Δ +Δ −Δ
= + Δ + Δ + Δ ×
+ Δ     (22) 
j ( )
nmpq E[e ]
n m p qu z z z zρ Δ −Δ Δ −Δ= +         (23) 
根据 n,m,p,q 的关系，可以分为如下情况： 
情况1)：4个变量相同，对应的， 
4 4 2E[( 1) ] 3 6 1n n I IIα σ σ= Δ + = + +       (24) 
j ( )E[e ]=1n m p qu z z z znρ Δ −Δ +Δ −Δ=             (25) 
n m p q= = = ，对应的期望分量， 
4 4 2
1
E = (3 6 1)
N
A n I I
n
I σ σ
=
+ +∑        (26) 
情况 2)：3 个变量相同，对应的， 
2
j( )3
2
E[(1 ) (1 )e ]
(3 1)e
n m
nm n m
I
I I
ϕ
ϕ ϕ
σ
α
σ
Δ −Δ
−
= + Δ + Δ =
+
  
(27)
 
2j ( )
nm E[e ] en m p q
u z z z z λσρ Δ −Δ +Δ −Δ −= =      (28) 
B1: n m p q= = ≠ ，对应的期望分量， 
2 2
p qj( ) j ( )( )3 2
B1 p
1 1
E = (3 1 e e e p q
N N
u z z
q I
p q
p q
I I φ λ ϕ ϕσ σσ − −− +
= =≠
+∑∑ ）  
 (29) 
B2： n m q p= = ≠ ，对应的期望分量， 
2 2
p qj( ) j ( )( )3 2
B2
1 1
E = (3 1 e e e p q
N N
u z z
p q I
p p
p q
I I φ λ ϕ ϕσ σσ − −− +
= =≠
+∑∑ ） (30) 
B3： n p q m= = ≠ ，对应的期望分量 B3E 与B1
情况的期望分量 B1E 相同，不再赘述。 
B4： m p q n= = ≠ ，对应的期望分量 B4E 与B2
情况的期望分量 B2E 相同。 
由结果可以看出， B1 B3E =E ， B2 B4E =E ，且 B1E 与
B2E ， B3E 与 B4E 构成共轭相位。 
情况3)：有2组2个变量相同，且2组相同变量均
构成共轭相位项，对应的， 
2 2 2 2E[(1 ) (1 ) ] (1 )nm n m II Iα σ= + Δ + Δ = +   (31) 
j ( )
nm E[e ] 1n m p q
u z z z zρ Δ −Δ +Δ −Δ= =         (32) 
C1： n m p q= ≠ = ，对应的期望分量， 
2 2 2 2
C1 p
p 1 1
E = (1 )
N N
n I
n
n p
I I σ
= =≠
+∑∑         (33) 
C2： n q m p= ≠ = ，对应的期望分量 C2E 与C1
情况的期望分量 C1E 相同。 
情况4)：有2组2个变量相同，且不构成共轭相
位项。对应的， 
2
j(2 2 )2 2
42 2
E[(1 ) (1 ) e ]
(1 ) e
n m
nm n m
I
I I
ϕ
ϕ ϕ
σ
α
σ
Δ − Δ
−
= + Δ + Δ =
+
   
(34)
 
2j ( ) 4
nm E[e ] en m p q
u z z z z λσρ Δ −Δ +Δ −Δ −= =      (35) 
D： n p m q= ≠ = ，对应的期望分量， 
2 2
n4( ) j2( ) j2 ( )2 2 2 2
D
1 1
E = (1 ) e e em n m
N N
u z z
n m I
m n
n m
I I φ λσ σ ϕ ϕσ − + − −
= =≠
+∑∑  
(36) 
情况5)：有1组2个变量相同，且构成共轭相位
项。对应的， 
2
j( )2
2
E[(1 ) (1 )(1 )e ]
(1 )e
p m
nmp n m p
I
I I I
ϕ
ϕ ϕ
σ
α
σ
Δ −Δ
−
= + Δ + Δ + Δ =
+
 
(37)
 
2j ( )
nmp E[e ] e
n m p qu z z z z λσρ Δ −Δ +Δ −Δ −= =       (38) 
E1： ,  ,  ,  n m n p n q p q= ≠ ≠ ≠ ，对应的期望分
量， 
2 2 j( ) j ( )( )2 2
E1
1 1 1
,
,
E = (1 )e e ep q p q
N N N
u z z
n p q I
q p n
q p
q n
n p
I I I φ λ ϕ ϕσ σσ − −− +
= = =≠≠≠
+∑∑∑  
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 (39) 
E2： ,  ,  ,n q n m n p m p= ≠ ≠ ≠ ，对应的期望分
量 E2E 与 E3:  ,  ,  ,  m p n p n q n m= ≠ ≠ ≠ ，对应的期
望分量 E3E ，以及 E4: ,  ,  ,  p q p n p m n m= ≠ ≠ ≠ ，对
应的期望分量 E4E 的结果关系为： E1 E2 E3E =E =E =  
E4E 。 
情况6)：有1组2个变量相同，且不构成共轭相
位项。对应的， 
j(2 )2E[(1 ) (1 )(1 )e ]=p m qnmq n m qI I I
ϕ ϕ ϕα Δ −Δ −Δ= + Δ + Δ + Δ  
232(1 )e II
σσ −+              (40) 
2j ( ) 3
nmq (e ) e
n m p qu z z z zE λσρ Δ −Δ +Δ −Δ −= =      (41) 
F1： ,  ,   ,  n p n m n q m q= ≠ ≠ ≠ ，对应期望分量： 
2 2
n(2 )3( )2 2
F1
1 1 1
E = (1 )e e m q
N N N
j
n m q I
q m n
q m
q n
n m
I I I φ λ ϕ ϕ ϕσ σσ − −− +
= = =≠≠≠
+ ×∑∑∑  
j (2 )e n m qu z z z− −              (42) 
F2：  , ,  ,  m q n m n p p q= ≠ ≠ ≠ ，对应期望分量： 
2 2
nj( 2 )3( )2 2
F2
1 1 1
E = (1 )e e m p
N N N
n m p I
p m n
p m
p n
n m
I I I φ λ ϕ ϕ ϕσ σσ − +− +
= = =≠≠≠
+ ×∑∑∑  
j ( 2 )e n m pu z z z− +               (43) 
由结果可知， 1EF 和 2EF 构成共轭相位。 
情况7)：4个变量均不相等，对应的， 
 2j( ) 2j( )
E[(1 )(1 )(1 )(1 )
e e ] ep qn m
nmpq n m p qI I I I
ϕϕ ϕ σϕ ϕ
α
Δ −Δ −Δ −Δ
= + Δ + Δ + Δ + Δ ×
=
 
(44)
 
2j ( ) 2E[e ] en m p qu z z z znmpq λ
σρ Δ −Δ +Δ −Δ −= =       (45) 
G： ,  ,  ,  n m n p n q m p≠ ≠ ≠ ≠ ，对应期望分量 
2 2
nj( )2( )
G
1 1 1 1
,
,
,
E = e e m p q
N N N N
n m p q
q p m n
q p
q m
q n
p m
p n
m n
I I I I φ λ ϕ ϕ ϕ ϕσ σ − + −− +
= = = =≠≠≠≠≠
≠
×∑∑∑∑  
j ( )e n m p qu z z z z− + −              (46) 
综合以上结果，得到： 
4
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j( ) j ( )
j( ) j ( )
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e e ]
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e
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ϕ ϕ ϕ ϕ
θ
= = = =
− +Δ −Δ − +Δ −Δ
− +Δ −Δ − +Δ −Δ
= + Δ + Δ ×
+ Δ + Δ ×
=
∑∑∑∑
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n I I n m I
n m n
n m
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(47)
 
由此，根据式(19)、式(20)和式(47)的推导，得
到随机误差扰动的实际阵列功率方向图方差的理论
值。由切比雪夫不等式：设随机变量 X 的数学期望
E( )X 和 ( )D X 存在，则对任意常数 0ε > ，有下列不
等式成立： 
2
( )(| E( ) | ) D XP X X ε ε− ≥ ≤           (48) 
2
( )(| E( ) | ) 1 D XP X X ε ε− < −≥          (49) 
因此，根据推导的阵列功率方向图的期望和方
差的理论值，再利用切比雪夫不等式，可以对功率
方向图的扰动范围进行粗略估计。 
2  结果仿真 
考虑某16元阵列，在理想情况下阵元均匀间隔
半个波长，激励幅度对应副瓣电平为−25 dB的切比
雪夫分布，激励相位由波束指向90°的相位聚焦条件
确定。理想情况下的波束方向图如图1中的虚线所
示。分别在阵元激励的幅度加上均值为0，均方差为
0.02的高斯随机误差；在阵元激励相位加上均值为
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0，均方差为5°的高斯随机误差；在阵元位置加入均
值为0，均方差为0.01个波长的高斯随机误差。为统
计分析，本文进行了500次的扰动。图1显示了500
次扰动功率方向图，图2显示了本文推导的方向图期
望的理论值，统计平均结果，无扰动的理想方向图
以及利用文献[2]计算的期望结果。 
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向
图
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 ——500 次扰动的方向图
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θ /(°)  
图1  500次扰动的功率方向图 
从图1、图2可以看出，相比原来得到的最大副
瓣电平值−25 dB，加入随机误差会导致副瓣电平抬
升，最高超过了−20 dB，在实际应用中对系统产生
较大的影响。本文理论预测的功率方向图期望值与
文献[2]结果基本一致，且与500次统计平均值结果吻
合，验证了式(18)的准确性。 
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理论预测的扰动方向图期望
500 次扰动方向图的均值
无扰动的理想方向图
文献[2]计算的方向图期望
 
图2  理论期望、统计均值、无扰动的理想方向图、 
文献[2]的期望结果对比 
将期望和方差结果用在切比雪夫不等式中： 
2
2(| E( ) | 3 ) 1 0.90(3 )
P X X σσ σ− < − ≈≥     (50) 
以此概率得出扰动功率方向图的上、下界，当
下界低于0时，取0为下界，归一化后如图3所示。图
4显示了500次扰动在不同角度上超过边界的比例，
约在3.5%以内，满足不超过10%的预测，验证了使
用切比雪夫不等式预测的正确性。由于这种预测是
在不确定功率方向图这种随机变量的实际分布类型
的情况下进行的，预测边界较实际情况松弛。 
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图3  切比雪夫不等式预测的不超过10%的理论边界 
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图4  500次扰动中功率方向图超过理论上下界的比例 
3  结 束 语 
本文对阵列天线方向图受位置、激励幅度和相
位实现误差的影响进行了分析，推导了扰动功率方
向图的理论期望和方差。并且利用期望和方差结果，
结合切比雪夫不等式，得出了含扰动的功率方向图
在给定概率下满足的上下边界。对所得结果进行了
蒙特卡洛模拟分析，证明了本文理论预测的正确性
和准确度。结果也显示，实际阵列中的随机实现误
差通常会导致副瓣电平受到较大影响。若在阵列设
计时对实现过程中的误差因素进行分析，则可以利
用本文结果预测随机扰动方向图的期望、方差以及
满足给定概率条件下的方向图边界，从而可以事先
对工程中的实现误差所带来的阵列性能影响进行较
为准确的预估。 
值得说明的是，在本文推导过程中，采用了理
想点源线性阵列的数学模型，如式(1)所述。对式(1)
进行适当扩展，本文提出的理论推导方法可以适用
于任意三维的点源阵列情况。并且，如果采用有源
单元方向图取代理想点源模型，则本文方法可以进
一步推广用于分析含耦合及平台影响的共形阵列受
通道幅相的影响。另外，本文假定了随机实现误差
满足高斯分布，因此所得结论适用于高斯误差的情
况。当考虑误差为均匀随机分布时，可以借鉴本文
所给的理论推导方法，在均匀随机误差模型下重新
推导扰动功率方向图的期望及方差。 
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